Procesos aleatorios y sistemas LTI

En sistemas de comunicacion, la sefnal transmitida suele contaminarse con
ruido durante su propagacion, por lo que es necesario disenar filtros que
permitan recuperar, en el receptor, una version lo mas cercana posible a la
senal original.

Otra aplicacion importante aparece en el andlisis de fendmenos naturales,
los cuales pueden modelarse como procesos estocasticos. En estos casos,
puede ser de interés centrarse en componentes especificas del proceso, por
ejemplo, en determinados rangos de frecuencia. El uso de filtros permite
atenuar aquellas componentes no deseadas y resaltar la informacién de
interés dentro del PA.

Dado que los filtros se pueden modelar como sistemas LTI, tiene sentido
abordar el tema de como estos sistemas cambian el espectro de potencia de
las senales de informacién cuando éstas son contaminadas con ruido.

x(t)—= h(t) —=Y®
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Dado que el sistema es LTI entonces se cumple que:

y
Vd > 0,siY(t) = L[ X (t)], entonces Y (¢t — d) = L[ X (t — d)]

Ademas recordemos del capitulo anterior que:

V() = X / X(r)h(t — 7)dr

Es la integral de convolucion.

Y la funcién de transferencia del sistema LTI es la transformada de Fourier
de su respuesta al impulso:
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Para senales deterministas es posible aplicar la propiedad de convolucién de
la transformada de Fourier, tal que:

Y(f)=X(fH(f)
Sin embargo, la transformada de Fourier para senales aleatorias tiene
problemas de convergencia (siendo estrictos, no existe).

A pesar de esto, podemos aplicar la transformada de Fourier para describir a
H(f) como la relacién ((f; Recordemos que la clave es cortar la sefial
para analizarla por intervalos.

— Podemos analizar como es modificada o transferida la potencia
de una VA X (f) al pasar por un sistema LTI.

2026-1 Prof. Juan Rafael Orozco-Arroyave PhD - Daniel Escobar-Grisales PhD(c) Facultad de Ingenieria TDS 1



Proposicion: Propiedades estadisticas de la salida de un sistema LTI

Nuevamente asumimos que X (t) es un PA WSS.

Sea L un sistema LTI con respuesta al impulso k(t) y funcién de
transferencia H(f).

Suponga que X (f) es un PA WSS que esta a la entrada del sistema, tal que
Y (t) = L[ X (t)] es la salida.

Entonces X (t) y Y (t) son PAs WSS conjuntamente y tienen las siguientes
propiedades:

1. 175% :,[L)(H(O)

1. py = px ffcoo h(t)dt 2 Syy(f) = Sxx(NIH)P
2. Ryy(7) = Rxx(7)*h(r)xh(—T) |H(f)|? es la potencia del
3. Py = Ryvy(0) sistema LTI.

4. Rxy (1) = Rxx(7) * h(7) 8. Py = [ Syv(f)df

4. Sxy(f) = Sxx(f)H(f)
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Ejercicio: Considere un circuito RC tal que:

= %e‘t/RCu(t)

RC es la constante de tiempo del sistema.

Suponga que la entrada a este sistema es ruido blanco tal que
Sxx(f) = HIW/Hz].

Encuentre:

h(t)

(a) La media de la senal a la salida del sistema.
(b) La funcién de transferencia H(f) del sistema.
(c) La potencia a la salida del sistema, P,.

it k_—at — — k!
Hint: F[t"e u(t)], a >0,k=0,1,2,... = (et jomFTT
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Ejercicio: Considere el sistema LTI cuya respuesta al impulso es

h(t) = t2e~tu(t).

La entrada al sistema es un PA dado por X (t) = V +500 cos(2 x 10°7t + ©),
donde V' y © son dos VA independientes tales que:

O ~ Unif(—m, 7], uy =60y o2 = 12.

Ademas X (t) es WSS con ux =60y

Rx x (1) = 3612 + 125000 cos(2 x 10%77).

La salida del sistema cuando se aplica X (¢) esta dada por Y (¢). Encuentre:
(a) La densidad espectral de potencia de X (t).
(b) La funcién de transferencia del sistema: H(f).

(c) wy,laPSDde Y(t)y la potencia promedio Py .
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Filtros ideales

Filtrar = eliminar frecuencias para...

Nosotros queremos eliminar el ruido que esté presente en bandas de
frecuencia especificas.

Definicion: Un sistema LTI es un filtro ideal si su funcion de transferencia de
potencia es:

1 F
(=L T E P
0 eoc
Fpass son las frecuencias que deja pasar el filtro.
Entonces:

Sxx(f) f € Fpass
0 eoc

Syy(f)=Sxx(f)H(f)]? =
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a [H(/) b [H()

c [H() d H|

[ P s O

) N o Jo
Figura tomada de (Carlton, 2017)
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Ejercicio: Una VA WSS con funcion de autocorrelacion

Rx x (1) = 250 + 1500e(~1:6%10°™) Se pasa a través de un filtro pasabajas
ideal con F, = 10kHz.

Encuentre la densidad de potencia a la entrada y a la salida, asi como la
potencia promedio a la salida del filtro.

) o2 _(=n?
Hint: 7 [e « } =4/ Ze o, donde Re(a) > 0.
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Senal mas (+) ruido

X(t) SS X(t) + N(t)

_ X(t)

N (t) es ruido blanco, X (t) y N(t) son independientes y se asumen WSS,
ademds E[N(t)] = 0.

Ahora pensemos en que tenemos un sistema LTI (filtro) en el RX tal que
ayudard a reducir el ruido:

X(t) X(t) + N(t)
(+) LTI Y(t)

Rx
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La media de la senal de entrada al filtro (sistema LTI) es

E[X(1) + N()] = EX(0] + EVIT= i
Nivel DC de la entrada

Ahora encontremos la funcion de autocorrelacion a la entrada del filtro
Rin (T)Z

Rin(r) = B[(X(t) + N(0))(X(t +7) + N(t +7))]

Donde X (t) y N(t) son independientes, entonces:

= BIX()X(t+7) +E/<L)M¢/'+E/(¢>%<t/ N(t+7)]

RXX(T) RynN(T)

Rin(1) = Rxx (1) + Rnn(T)
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Podemos ahora aplicar el teorema de Wiener-Kinchin-Einstein para
encontrar Sin(f).

Sin(f) = F[Rin(1)] = F[Rxx (1) + Rnn(7)]

Sin(f) = Sxx(f) +Snn(f)
Ahora podemos aplicar un filtro (sistema LTI) llamado L.
= L[X(t)+ N(t)] = L[X(t)] + L(N(t))

PA independientes y WSS
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Supongamos que la funcién de transferencia del filtro es H(f), entonces a la
salida tendremos:

prix) = E[LX (D)) = px H(0)

priny = E[L[IN(t)]] :W(JJ{(O) =0
Por linealidad, a la salida del filtro: px H(0) + pxH (0) = pux H(0)

De forma similar:

Sout(f) = S|n(f)|H<f)|2

Sout(f) = Sxx (NH)* + Snn(HIH(f)?
La PSD de la salida incluye la PSD de la entrada y la PSD del ruido.
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Estudiemos ahora la relacién entre la potencia de la senal (a la entrada y a la
salida del filtro) vs. la potencia del ruido (SNR):

P P
SNRi, = =X vs. SNRgy = —X
Py Prin

Se dira que el filtro es “bueno” siempre que: SNRy; > SNRj,

Ejercicio: Suponga que a una VA X (t) se le suma ruido N (¢) blanco y
Gaussiano durante una transmisién por un canal de comunicaciones.
Asuma que X (t) y N(¢) son independientes y WSS.

Las funciones de autocorrelacion para la sefal y el ruido son:

Rx x () = 2400 + 45000 sinc®(18007) y

Ryn(T) = 1500e= 1000171 = Py = Ry x(0) = 1500W.

Para filtrar el ruido cuando se tiene X () + N (), se aplica un filtro ideal
pasabajas con F. = 1800Hz.

Encuentre las potencias de entrada y salida y analice la calidad del filtro
aplicado.
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Ancho de banda equivalente de ruido

Cuando un ruido blanco Gaussiano pasa a través de un filtro, la salida sera
Gaussiana, pero no blanca, pues el filtro alterara las propiedades espectrales
de la entrada, tal que:

Sv(f) = Sx(NHP = 2 |H()P?

El contenido de potencia de la salida sera:

Pr= [ svpar =32 [P

— 00

Para encontrar [* _|H(f)|*df es necesario definir el ancho de banda
equivalente de ruido (Be,), asi:

Joo H () Pdf
2H?

max

Bey =
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donde H,,.x €s el maximo de |H (f)| en el filtro pasabajas.
Tipicamente:

AH)]

Hmax

AN

\/
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Py — / T sv(pdf = o / T H()Par

—0o0 2 —00
N

= 70 X 2B€qu1ax

2 N—_——

.. conociendo B, Y la respuesta en frecuencia del filiro, es posible conocer
la potencia del ruido de salida del filtro.
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